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外加电场作用下层状铁电多晶







中的应力及各晶界上的电位势的代数方程组的问题. 同时, 该模型利用两电畴的 Gibbs 自由能之差作
为畴变的方向的判据, 由要求板的 Gibbs 函数最小来确定畴变量的大小.
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铁电材料的一个显著特点是该材料在外加电场的作用下会改变其自极化方向[ 1] . 因而, 该材
料显示了良好的机电耦合效应, 在电致驱动元器件中具有巨大的潜在应用前景 [ 2～4] . 然而, 在受
到循环加载时, 该材料常在低于其强度的情况下失效, 出现所谓的电致疲劳、滞后回线扭曲等








中的原因之一 [ 12] . 根据能量的观点, 自极化过程中晶界的存在导致多晶材料中各晶粒的自极化
构形一般不可能以单一电畴的形式出现 (关于这方面的结论将于另文阐述) . 在这种自极化构形
上施加电场时, 受外加电场的作用各晶粒试图改变其自极化方向而引起变形不协调性将导致应
力集中.
在许多铁电材料构成的元器件中, 铁电材料通常呈板状. 板的上下表面均布电位势. 为了
研究在外加电场的作用下板的行为, 同时为了将机电场的耦合效应纳入模型之中并使模型尽可
能的简单, 我们在本文中提出一个具有周期边界的三维模型来模拟层状铁电多晶材料板.





效应, 我们在本文中将考虑一具有周期边界的、厚度为 H 的板. 为了简化问题, 作如下假设:
1) 当铁电材料的温度高于其 Curie 温度时, 该材料的单晶具有非极性立方相. 当温度下降
至低于其 Curie温度时, 该材料产生相变, 其单晶取极性的四方相. 常见的钛酸钡是典型代表.
2) 当温度高于该材料的 Curie 温度时, 该板为N 层铁电单晶构成.
3) 当材料从高于其 Curie 温度降至低于其Curie温度时, 仅考虑由于相变而引起的晶体结
构变形, 而忽略在此过程中其它可能的影响.




以材料的立方态为参照构形, 设铁电单晶的能量密度函数为其变形梯度 F和电位移d 的函
数, 记为 ( F, d) 且 ( F, d) ≥0. 当单晶处于立方态时 (温度高于 Curie 温度时) ,
　 ( 1
=
, 0) = 0
即无变形和无电位移时, 单晶的能量为最小, 处于稳定状态. 在无外力和外加电场的作用下, 当
单晶处于四方态时 (温度低于 Cur ie 温度时) , 单晶产生自极化变形和自极化, 其能量为最小, 处
于稳定状态.记Fs 和ps分别为铁电单晶从立方态相变到四方态时的自极化变形梯度和相变后单
晶材料中出现的自极化强度. 单晶的四方态为稳定态意味着
　 ( Fs , ps) = 0 ( 1)
当铁电单晶从非极性立方相转变为极性四方相时, 可以出现六种不同的电畴[ 1] , 记 Fis和 pis, i=





s , i= 1, 2, ⋯, 6成立, 即在极性四方相时, 铁电单晶的能量密度函数的极
小值不唯一, 有 6个势能阱.
进一步假设第 i 个晶粒中的第 个晶畴的能量密度函数可以由下式表示
[ 1] ,
























当第 i 个晶粒具有变形梯度场 F和电位移向量场 d时, 相应的能量密度函数可由 6个晶畴的能

















s , C i , B i ,
⌒
i 为材料常数. 这里, F
⌒
i 记作为第 i个晶粒中的第 个电畴在原先的自变形基













s+ ( s ) i ( 4)
此处,
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记 -i 为第 i个晶粒中的应力, 则
　-i= i≡C i i + B idi ( 5)
由于板的上下表面为自由表面, 加之各晶粒中应力为常数, 第 i 个晶粒中的应力满足
　 ( -i ) Tn= 0 ( 6)
此处, n 为晶界的单位法向量.














其中, i 为第 i个晶界上的电位势, i= 1, ⋯, N - 1, 0= 0和 N = -. hi 为第 i 层晶粒的厚度.






由位移场的连续性, 第 i个晶界两侧的变形梯度 Fi 和 Fi+ 1之差需满足
[ 13]
　F i= F i+ 1+ ai n ( 10)




i F i- 1
=
) , i= 1, ⋯, N . 取ui 和 ti 为第 i个晶界的
任意两个切向量, 则式 ( 10) 意味着




　 ( di- di+ 1) ·n= 0 ( 12)
2. 1　初始约束
当铁电材料在无外力和外加电场的作用下由非极性立方相向极性四方相相变时, 构形稳定
要求在晶粒的任意一非奇异点, 电位移 d和变形梯度F 必须取晶粒的自极化强度向量和自变形
梯度张量 (该结果将另文发表) . 由于多晶体中晶粒取向的任意性和晶界的存在的不可避免性,
铁电晶体的稳定构形一般不可能以单一电畴的形式出现.由于从立方相向四方相进行相变时,有
6种可能的电畴, 而取这 6种电畴中任一电畴的机会应均等, 唯一的约束由连续条件 ( 11) 和





v F s , p-s=
6
= 1
v ps ( 13)
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此处, ti 为晶界 i的任意切向量. 由式 ( 14) 可见, 式 ( 14) 给出了对电畴的体积百分比 v
的约束, 即 v 不能完全任意.
2. 2　加载约束
在外力和外加电场的作用下, 铁电晶体的第 个电畴的变形可看成为在原有的自变形的基
础上增加了一个附加变形. 变形梯度 F可由 ( 3) 式表达. 由于铁电晶体的自然稳定构形为混合






i= v i [ ( F
i
s ) T iF
i
s+ ( s ) i]
由式 ( 5) , ( 6) 和 ( 8) 知, 附加应变 i 可表示成应力和电场强度的线性函数, 即
　 i= S i-i+ F ie-i
此处, 系数张量 S i 和 F i 分别为
　 ( S i )
- 1
j kpq≡ ( C i ) j kpq- [ B i ( i )
- 1
( B i )
T
] j kp q
　 ( F i ) j kl≡- ( S i ) j kp q ( B- i ) pql
　 ( B- i ) j kl≡ [ B i ( i )
- 1
] j kl
因而, 第 i 个晶粒的总应变可表达为
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i
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- 1
p qmn
















( s ) i
在第 i 个晶界上的运动学约束 ( 11) 则可改写成
　-i·S i [ ui t i] + e-i· ( F- i)
T [ ui t i] +
i
sui·ti
　　　= -i+ 1·S i+ 1 [ ui t i] + e-i+ 1· ( F- i+ 1 ) T [ ui t i] +
i+ 1
sui·t i ( 15)
同理, 在该晶界上的电位移连续条件 ( 12) 可写成
-
i· ( F~ i)
T





　　　= -i+ 1· ( F~ i+ 1)
T












i ( C- i )
- 1
j ks t ( B- i ) s tl





[ ( i )
- 1
+ ( i )
- 1
( B i ) ( C-i )
- 1
( B i ) ( i )
- 1
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i ( ps ) i
3　畴的转换及其判据
由定义, 第 i个晶粒中的第 个电畴的单位体积 Gibbs自由能可写成
[ 15]
　gi = f i- -i· i- e-i·di
这里, f i 代表第 i个晶粒中第 个电畴的 Helmhol tz自由能, 且可表达为, f i≡ i ( i , di ) +
f o. 在温度保持恒定的条件下, 有
　gi ( i , di ) = f -
1
2
i ( i , di ) · i-
1
2 e
i ( i , di ) ·di- -i· [ s ] i- e-i· [ ps ] i ( 17)







g i ( i , di )
以及整个板的 Gibbs函数为
　G ( , d) = A
N
i= 1












= 1, 　　　i= 1, ⋯, N ( 18)
以及晶界 i两侧的总应变应满足式 ( 11) , 因而板的构形稳定要求 G (·, ·) 在约束条件 ( 6)、
( 9)、( 11)、( 12) 和 ( 18) 下最小. 定义 为所有允许应变和引发电位移场的集合. 则 为
　 ≡ { ( ∈R
9 , d∈R
3) = T; ( 6) , ( 9) , ( 11) , ( 12) , ( 18) }
在给定电位势-的条件下, G (·, ·) 最小意味着寻求一组属于允许集 的应变场 ~和引发电
位移场 d~使得对任意一组属于允许集 的 和 d,
　G ( ~, d~) G ( , d) ( 19)
由式 ( 17) 可见, 每个电畴的 Gibbs 自由能取决于该电畴所受到的应力和电场强度. 每一
单晶的 Gibbs自由能则由各电畴的大小 (体积比) 和相应的 Gibbs自由能决定. 而每个晶体所
受到的应力和电场强度也受各电畴的大小的影响. 为使 G (·, ·) 达到最小, 晶体将试图调整
各电畴的体积百分比来组成稳定构形. 当外界条件变化时, 为保证构形稳定, 将不可避免地会
出现畴变 从具有较高Gibbs自由能的电畴转变为具有较低 Gibbs自由能的电畴.
由上述讨论可见, 促使晶体的两个电畴之间互变的驱动力是这两个电畴的 Gibbs自由能之
差. 在这个驱动力的作用下, 具有较高 Gibbs 自由能的电畴将向具有较低 Gibbs自由能的电畴
转变. 定义第 i 个晶粒中的第 和第 电畴互变的驱动力为
　f i = gi - gi
在寻求稳定构形时, 一般认为当
　　　 f i > 0 ( 20)
时畴变即发生. 由于两个电畴互变时需要克服一定的能量障碍 (简称能障) , 这使得式 ( 20) 的
成立不足以引起畴变. 因而, 除了某些特殊加载过程, 板在受载过程中的构形一般不可能永远
为稳定构形.
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虽然能障的存在使板的构形有时会偏离稳定, 但在拟静态加载过程中板可能取局部稳定构
形. 这种构形满足构形稳定的必要条件, 但相应的 G (·, ·) 不必达到最小. 这种构形在板中
的几乎所有光滑点处满足场方程; 同时满足边界条件和连续性条件. 令 表示畴变时所需克服
的能障. 在拟静态加载过程中, 可认为晶体 i中的电畴 和 的转换仅在下述条件成立下出现
　f i =
> , 　 →
< - , 　 →
　　 , = 1, ⋯, 6, 　　i= 1, ⋯, N ( 21)
显然, 上述电畴转换判据 ( 21) 可用来确定加载过程中各晶粒中每一电畴的体积百分比变
化的方向性. 由式 ( 17) 可见, 各电畴的 Gibbs 自由能则由晶粒中的应力和电场强度所决定. 当
各电畴的体积百分比已确定, 各晶粒中的应力和电场强度之间仅需满足关系式 ( 6)、 ( 15) 和
( 16) . 由于式 ( 15) 中的单位向量 ui 和 t i 是晶界 i 的两个任意切向量, 式 ( 6)、( 15) 和 ( 16)
总共提供了 7N - 4个独立关系式. 不难确定, 待定参数为7N - 1, 即N 个晶粒中的应力加上 N
- 1个晶界上的电位势. 由于独立关系式比待定参数少3个, 整个系统中存在着 3个自由参数.
以 z= { z 1 , z 2, z 3} 代表这 3个自由参数, 则所有的参数-i, -i, i, di 可视为 z 的函数, 进而
　图 1　初始加载和第一个加载循环中标准
化了的单位表面电荷 Q/ A 与电位势
-的关系
　F ig . 1　The relationship betw een t he nor-
malized sur face char g e Q/ A and
the applied electr ic potential -
板的总自由能也可看作是自由参数 z 的函数, 简记为




之间的驱动力满足畴变条件 ( 21) 而发生畴变时, 畴变
电畴的体积百分比的变化则可通过要求G~( z )在给定电
位势和畴变方向的条件下最小来确定.
由于畴变仅当式 ( 21) 成立时发生, 因此我们预期
当外加电位势增加或减少时, 板的响应将有所不同. 我
们将另文探讨式 ( 19) 的求解方法. 作为本文的结束以
及对模型的一个说明, 我们在图 1中给出了在对一块
由二层取向不同的 BaTiO 3 单晶构成的多晶材料板进
行模拟后得到的初始以及随后的第一个加载循环中板
的单位表面电荷 Q/ A 与外加电位势的关系. 图中 Q / A
与 -呈现了所预期的滞后关系.
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On the Modeling of a Layered Ferroelectr ic Polycrystalline Plate
under an Applied Electr ic Field
Zhang Ying
( Dept . of M aterials Science, Xiamen U niv. , Xiamen　361005)
Abstract　In this art icle, the r esponse of a layered ferro elect ric poly cry stalline plate
w ith a periodic boundary subjected to an appl ied elect ric field is simulated. The non- convex ity
of the energy density of the material is incor por ated in the model, and the ef fect of domain
sw itching is taken into considerat ion. In o rder to fulf ill the kinemat ic const raints and the cont i-
nuity requirement of the elect ric displacement over the g rain boundar ies, each gr ain is consid-
er ed to have a mixed conf igurat ion, i. e. , the grains gener ally consist of more than one domain.
In this model, the st ress and elect ric f ields are assumed to be constant in al l grains, and the do-
main sw itching betw een tw o domains is governed by the dif ference betw een the Gibbs free ener-
gies asso ciated w ith these tw o domains.
Key words　Ferr oelectr ic-ferro elast ic, Domain sw itching , Non-convex stored energy
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